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第一節 源自金融的動機



隨機微積分與（一般）微積分的不同
• 著名的 Black-Scholes	模型採用了幾何布朗運動來描述資產價格，記做𝑆"。它的
動態行為如下：

𝑑𝑆" = 𝜇𝑆"𝑑𝑡 + 𝜎𝑆"𝑑𝑊" ……(1 − 1)
• 其中參數𝜇和𝜎分別代表了該資產的成長率(growth	rate)和波動率(volatility)。

• 一個自然的問題是，當標的資產𝑆"的變動如式(1-1)時，它的衍生品價值𝑃(𝑡, 𝑆")
會如何改變呢？數學上等義的問題就是，如何對𝑃(𝑡, 𝑆")進行微分？

• 在微積分的觀點下，對一個平滑函數𝑓(𝑡)而言，
𝑑𝑓(𝑡)2

𝑑𝑓(𝑡)
= 2𝑓(𝑡)	或	𝑑𝑓(𝑡)2 = 2𝑓(𝑡)𝑑𝑓(𝑡)

• 但在隨機微積分中，應修正為（這個結果下一節會討論）
𝑑𝑊"

2 = 2𝑊"𝑑𝑊" + 𝑑𝑡



計算∫ 𝑊" d𝑊"
7
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第二節 伊藤公式



伊藤公式(1/3)

• ∫ 𝑑𝑡𝑑𝑊"
O
8 = 0、∫ 𝑑𝑊"𝑑𝑊"

O
8 = T。簡記為𝑑𝑡𝑑𝑊" = 0、𝑑𝑊"𝑑𝑊" = 𝑑𝑡，我

們可以推出下表關係：

• 假設兩個一維度的布朗運動𝑊B"與𝑊2"互為獨立，則：



• 伊藤公式一(Itô’s Formula	I)：

• 給定（無限可微分）函數𝑓(𝑥)與布朗運動𝑊"，則

𝑑𝑓(𝑊") = 𝑓′(𝑊")𝑑𝑊" +
1
2𝑓′′(𝑊")𝑑𝑡

• 範例2.3：使用伊藤公式計算𝑑𝑊"
2

• 解法：令𝑓 𝑥 = 𝑥2，應用公式一可得出𝑑𝑊"
2 = 2𝑊"𝑑𝑊" + 𝑑𝑡

伊藤公式(2/3)



伊藤公式一(Ito’s	Formula	Ⅰ)證明

Ø根據泰勒展開式，

d𝑓 𝑊" = 𝑓 𝑊" + d𝑊" − 𝑓 𝑊"

= 𝑓S 𝑊" d𝑊" +
B
2
𝑓SS 𝑊" d𝑊"

2 + 𝑜 d𝑊"
2

= 𝑓S 𝑊" d𝑊" +
B
2
𝑓SS 𝑊" d𝑡 +	𝑜 d𝑡

= 𝑓S 𝑊" d𝑊" +
B
2
𝑓SS 𝑊" d𝑡



• 伊藤公式二(Ito’s	Formula	II)：
• 給定函數𝑓(𝑡, 𝑥)	，布朗運動𝑊"，與伊藤過程𝑆"，	𝑑𝑆" = 𝛼(𝑡, 𝑆")𝑑𝑡 +
𝛽(𝑡,𝑆")	𝑑𝑊"， 則

𝑑𝑓 𝑡, 𝑆" =
𝜕𝑓
𝜕𝑡 𝑡, 𝑆" 𝑑𝑡 +

𝜕𝑓
𝜕𝑥 𝑡, 𝑆" 𝑑𝑆" +

1
2
𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 𝑡, 𝑆" 𝛽2(𝑡, 𝑆")	𝑑𝑡

• 範例2.4：令股價	𝑆"服從𝑑𝑆" = 𝑟𝑆"𝑑𝑡 + 𝜎𝑆"𝑑𝑊"，計算折現後股價的動態
行為，也就是𝑑𝑒AZ"𝑆"，其中𝑒AZ"是折現因子(discounting	factor)。

• 解法：令𝑓 𝑡, 𝑥 = 𝑒AZ"𝑥，應用公式二可得出
𝑑𝑒AZ"𝑆" = 𝜎𝑒AZ"𝑆"𝑑𝑊"

由此隨機微分方程可看出，折現後的股價是平賭(martingale)。

伊藤公式(3/3)



範例2.4計算

Ø𝑓 𝑡, 𝑥 = 𝑒AZ"𝑥 → [\
["
= −𝑟𝑒AZ"𝑥, [\

[]
= eAZ", [

_\
[]_

= 0
⇒ d eAZ"𝑆" = −𝑟eAZ"𝑆" d𝑡 + 𝑒AZ" d𝑆"

= −𝑟eAZ"𝑆" d𝑡 + eAZ" 𝑟𝑆" d𝑡 + 𝜎𝑆" d𝑊"
= eAZ"𝜎𝑆" d𝑊"

⇒ eAZ7𝑆7 − 𝑆8 = ∫ eAZ"𝜎𝑆" d𝑊"
7
8



伊藤公式二(Ito’s	Formula	Ⅱ)證明

Ø根據泰勒展開式，
d𝑓 𝑡, 𝑋" = 𝑓 𝑡 + d𝑡,𝑋" + d𝑋" − 𝑓 𝑡, 𝑋"

= [\
["

𝑡, 𝑋" d𝑡 +
[\
[]

𝑡, 𝑋" d𝑋" +
B
2
[_\
[]_

𝑡, 𝑋" d𝑋" 2

+ [_\
["[]

𝑡, 𝑋" d𝑡 d𝑋" + 	𝑜 d𝑡 + 𝑜 d𝑋" 2 + 𝑜 (d𝑡) d𝑋"

= [\
["

𝑡, 𝑋" d𝑡 +
[\
[]

𝑡, 𝑋" d𝑋" +
B
2
[_\
[]_

𝑡, 𝑋" d𝑋" 2

= [\
["

𝑡, 𝑋" d𝑡 +
[\
[]

𝑡, 𝑋" d𝑋" +
B
2
[_\
[]_

𝑡, 𝑋" 𝛽 𝑡,𝑋" 2 d𝑡



第三節 範例



幾何布朗運動Geometric	Brownian	motion
• 範例3.1：給定了 Black-Scholes	模型𝑑𝑆" = 𝜇𝑆"𝑑𝑡 + 𝜎𝑆"𝑑𝑊"，計算𝑑 ln𝑆"，並解出隨機過程𝑆"。
• 解法：令𝑓 𝑥 = ln 𝑥，則𝑓‘ 𝑥 = B

]， 𝑓’‘ 𝑥 = AB
]_。根據 Ito’s	Lemma，

𝑑𝑓 𝑆" = 𝑓S 𝑆" 𝑑𝑆" +
1
2
𝑓SS 𝑊" 𝜎2𝑆"

2𝑑𝑡 = 𝜇 −
𝜎2

2
𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊"

• 將上式對時間變數	𝑡	由 0	到 𝑇	積分，得到

ln 𝑆7 − ln 𝑆8 = 𝜇 −
𝜎2

2
𝑇 + 𝜎 𝑊7 − 𝑊8

• 由於𝑊8 = 0。因此，期末股價的自然對數 	ln 𝑆7可以解出，並得知其服從一常態分配

ln 𝑆7 − ln 𝑆8 = 𝜇 −
𝜎2

2
𝑇 + 𝜎𝑊7

ln 𝑆7 ~𝒩 ln 𝑆8 + 𝜇 −
𝜎2

2
𝑇, 𝜎2𝑇 . . . . . . (3 − 1)

• 自然地，期末股價稱之為對數常態過程(lognormal	 process)。指數轉換後期末股價如下

𝑆7 = 𝑆8𝑒
iAj

_

2 7kjl=

• 由於此解具有指數的形式， 期末股價ST	亦稱為幾何布朗運動(geometric	 Brownian	motion)。



均值回歸過程Ornstein-Ulenbeck Process	(1/2)
• 顧名思義，均值回歸過程(mean-reverting	process)是以某一個數值為中心
線，沿著它上下震盪而變動的一種隨機過程。

• 一個著名的均值回歸過程是Ornstein-Ulenbeck過程，簡稱O-U過程，以
𝑟"表示，它服從隨機微分方程式

𝑑𝑟" = 𝛼 𝑚− 𝑟" 𝑆"𝑑𝑡+ 𝛽𝑑𝑊" ……(3-2)

• 其中的參數𝛼是均值回歸率(mean-reverting	rate)，代表了過程從震盪回復
到均值的速度。參數𝑚是長期平均（long	run	mean）的位置或是大小。
參數𝛽是波動率，代表了過程的振幅大小。



• 範例3.2：給定起始值𝑟8 = 𝑟，解出OU過程𝑑𝑟" = 𝛼 𝑚− 𝑟" 𝑆"𝑑𝑡+ 𝛽𝑑𝑊"。

• 解法：令𝑋" = 𝑟" −𝑚，則該方程式可化簡為𝑑𝑋" = −𝛼𝑋"𝑑𝑡+ 𝛽𝑑𝑊"

• 引入一積分因子𝑒n"，以計算𝑑 𝑒n"𝑋" 。應用伊藤公式二，得出

𝑑 𝑒n"𝑋" = 𝛼𝑒n"𝑋"𝑑𝑡 + 𝑒n"𝑑𝑋" = 𝑒n"𝛽𝑑𝑊"

• 將等式兩邊積分後得出 𝑒n"𝑋" − 𝑋8 = ∫ 𝑒no𝛽𝑑𝑊o
"
8

• 移項後並帶入𝑟" = 𝑋" +𝑚可得

𝑟" = 𝑚 + 𝑟−𝑚 𝑒An" + 𝛽p 𝑒n oA" 𝑑𝑊o
"

8

均值回歸過程Ornstein-Ulenbeck Process	(2/2)



多維度的情形Multidimensional	Case(1/2)
• 定理 3.1：（二維的伊藤公式、伊藤乘積法則）

• 兩個 Ito	processes	𝑋"與𝑌"會滿足：

1. 𝑑𝑓 𝑋",𝑌" = 𝑓] 𝑋",𝑌" 𝑑𝑋" +
B
2
𝑓]] 𝑋",𝑌" 𝑑𝑋" 2 + 𝑓]r 𝑋",𝑌" 𝑑𝑋"𝑑𝑌"

+𝑓r 𝑋",𝑌" 𝑑𝑌" +
1
2𝑓rr 𝑋",𝑌" 𝑑𝑌" 2

1. 𝑑 𝑋"𝑌" = 𝑋"𝑑𝑌" + 𝑌"𝑑𝑋" + 𝑑𝑋"𝑑𝑌"



• 範例3.3：給定𝑊B與𝑊2是兩個獨立的布朗運動

𝑑𝑋" = ΘB"𝑑𝑡+ 𝜎BB"𝑑𝑊B" + 𝜎B2"𝑑𝑊2"
𝑑𝑌" = Θ2"𝑑𝑡+ 𝜎2B"𝑑𝑊B" + 𝜎22"𝑑𝑊2"

• 運用表（2-1）可得以下的結果：𝑑𝑡𝑑𝑡 = 𝑑𝑡𝑑𝑊t" = 𝑑𝑊t"𝑑𝑊u" = 0，若
𝑖, 𝑗𝜖 1,2 且𝑖 ≠ 𝑗然而𝑑𝑊t"𝑑𝑊t" = 𝑑𝑡。因此便可以算出，伊藤過程在兩
維度下的計算：

𝑑𝑋"𝑑𝑋" = 𝜎BB"2 + 𝜎B2"2 𝑑𝑡
𝑑𝑌"𝑑𝑌" = 𝜎2B"2 + 𝜎22"2 𝑑𝑡

𝑑𝑋"𝑑𝑌" = 𝜎BB"𝜎2B" + 𝜎B2"𝜎22" 𝑑𝑡

多維度的情形Multidimensional	Case(2/2)



選擇權價格的動態Dynamics	of	Option	Prices (1/2)

• 範例3.4：假設某價格函數(pricing	function)	𝑃(𝑡,𝑆") ∈ 𝒞B,2且過程𝑆"服從
𝑑𝑆" = 𝑟𝑆"𝑑𝑡 + 𝜎𝑆"𝑑𝑊"，則折現後的價格𝑒AZ"𝑃(𝑡, 𝑆")是一個隨機過程，
根據 Itô’s lemma	描述其動態行為。

• 解法：令𝑋" = 𝑒AZ"與𝑌" =𝑃(𝑡,𝑆")。應用伊藤乘積法則可得

𝑑𝑒AZ"𝑃 𝑡, 𝑆" = 𝑒AZ"
𝜕𝑃
𝜕𝑡 +

𝜎2𝑆"2

2
𝜕2𝑃
𝜕𝑥2 + 𝑟𝑆"

𝜕𝑃
𝜕𝑥 − 𝑟𝑃 𝑡, 𝑆" 𝑑𝑡

+𝑒AZ"
𝜕𝑃
𝜕𝑥 𝑡, 𝑆" 𝜎𝑆"𝑑𝑊"

如果折現後的價格是平賭(martingale)，則價格函數滿足一偏微分方程式。



Ød𝑋" = −𝑟eAZ" 	 d𝑡

d𝑌" =
𝜕𝑃
𝜕𝑡

+
1
2
𝜕2𝑃
𝜕𝑥2

𝜎2𝑆"2 +
𝜕𝑃
𝜕𝑥

𝑟𝑆" 𝑡, 𝑆" d𝑡 +
𝜕𝑃
𝜕𝑥

𝑡, 𝑆" 𝜎𝑆" d𝑊"

𝑑𝑋" d𝑌" = 0
ØdeAZ"𝑃 𝑡, 𝑆" =

eAZ"
𝜕𝑃
𝜕𝑡

+
1
2
𝜕2𝑃
𝜕𝑥2

𝜎2𝑆"2 +
𝜕𝑃
𝜕𝑥

𝑟𝑆" 𝑡, 𝑆" d𝑡 +
𝜕𝑃
𝜕𝑥

𝑡, 𝑆" 𝜎𝑆" d𝑊"

				+𝑃 𝑡, 𝑆" [−𝑟e
AZ" d𝑡]

= eAZ" [~
["
+ B

2
[_~
[]_

𝜎2𝑆"2 +
[~
[]
𝑟𝑆" − 𝑟𝑃 𝑡, 𝑆" d𝑡

				+ eAZ" [~
[]

𝑡, 𝑆" 𝜎𝑆" d𝑊"

選擇權價格的動態Dynamics	of	Option	Prices	(2/2)


