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第一節 利率



利率
• 複利
• 設一筆投資金額A，投資期間n	年，每年之投資報酬率R，若利率為每年複利
m	次，則此筆投資之終期值為A 1 + $%

&

&'
，當m	=	1，此利率即稱「等值年

利率」。

• 連續複利
• 當複利次數m	趨近無窮大，即為「連續複利」。若投資金額為A，期間為n	年，

利率為R，則於連續複利下此投資之終期值為𝐴𝑒*'。

• 零息利率
• 所謂 n	年零息利率，係指一種自現在開始，一直持續 n	年之久的投資報酬率，

且投資之利息與本金只在 n	年到期時一次給付，期間並無支付任何現金。n	
年零息利率亦可稱作 n	年即期利率。



利率類型(1/2)
• 公債利率
• 「公債利率」係指投資人購買短期國庫券及長期政府公債時所賺得之報酬率。

國庫券及政府公債為一國政府以該國貨幣舉債時所發行之金融工具。因此公
債利率可謂為一種無風險之利率。

• LIBOR利率
• LIBOR	為倫敦銀行間放款利率的簡稱，特定銀行願將大額資金於該利率水準

下轉存至其他銀行。LIBOR	利率並無法完全免除信用風險，但現實中公債利
率偏低，故衍生性證券之交易者常改以LIBOR	作為無風險利率。



• 重新購買利率（附買回利率）
• 市場投資者於交易進行時，有時會以重新購買協議的方式籌措所需資金，擁

有證券方將其所持有之證券以特定價格售予該公司，並約定日後以另一較高
之特定價格買回這些證券。

• 實際上，該公司已提供該投資自營商一筆貸款，而證券之買賣價差即為該公
司所賺得之利息，以此計算之出利率即為「附買回利率(repo	rate)」。

利率類型(2/2)



第二節 零息債券評價



債券評價
• 零息債券是債券市場中的基本元素。現以B(0,T)記為債券價格，該契約的

到期日為T，面額1	元，且在到期前不支付任何利息。

• 固定在日期{T1,	T2,⋯,	Tn}	支付固定利息{c1,	c2,⋯,	cn}，其中最後一期支付利
息並本金cn，的債券價格CB(0,Tn)	可有如下分解：

• 也就是說，一個支付利息的債券可以由許多零息債券組合起來。

𝐶𝐵 0,𝑇' = 1 𝑐3𝐵(0, 𝑡3)
'
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殖利率曲線(1/2)
• 殖利率(yield)也稱作 zero	rate，在債券市場中被慣用來描述零息債券的價格，它
的定義是：

• 相當於是該零息債券所對應的固定利率，使得B(0,T)=exp(-yield(T)xT)。

• 由不同到期日T	所對應的殖利率，形成一個期限結構，稱之殖利率曲線。

𝑦𝑖𝑒𝑙𝑑 𝑇 = −
ln𝐵(0, 𝑇)

𝑇



美國公債殖利率曲線

殖利率曲線(2/2)



存續期間Duration(1/3)
• 存續期間
• 債券收到帳款的平均時間。以下的推導可以得出存續期間跟債券對數

值的微分有關。令y	代表利率，債券價格是

• {T1,	T2,	…,	Tn}代表帳款收到日期，{c1,	c2,	…,	cn}代表在相對的日期收到的帳款。



存續期間Duration(2/3)
• 計算債券價格B(y)對利率y的微分



• 存續期間即定義為 D y = ∑ 𝑇7
ciDEFGH
I J

'
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• 將每筆折現後帳款ci𝑒KJLH對債券價格B(y)	的占比，乘上收到該筆帳款的時間
Ti，加總後所得到收到帳款時間的一種平均值。

• 將式(1.1)等除以債券價格B(y)，可得

• 因微分連鎖率，故推導出：對數債券價格對利率的微分，等於存續期間
的負值。

• 實務上，當利率有小變動時，相對債券價格的標準變化率，約等於存續
期間的負值：

存續期間Duration(3/3)



修正後存續期間Modified	Duration(1/2)
• 上述關於存續期間的定義，是基於年利率y	以連續複利計算。若僅以多期的複

利計算，則應加以修正如下：

• 其中m是一年當中的期數。



• 存續避險比例(duration-based	hedge	ratio)是根據利率變化決定避險比例。假設P
與F	分別代表了投資組合與利率期貨的價格，且

與

分別代表它們對利率變動的敏感度。

• 因此，可以用

作為利率避險的單位數，使得總價值不受利率小變動的影響。

• 因此，總投資組合P(y)-N*F(y)	是𝜌 -風險中立(𝜌	–neutral)

修正後存續期間Modified	Duration(1/2)



凸性Convexity(1/2)
• 在第五章第五節中，希臘字母Delta	與 Gamma	分別是衡量標的資產價格

的小變動與大變動對於衍生品價格的變化量。

• 在利率市場中，利率的小變動對債券投資組合價格的變化量由存續期間
Duration的負值來描述；而利率的大變動對債券投資組合價格的變化量則
由凸性 Convexity	來描述：



• 因此，對債券投資組合價格B(y)做泰勒二次展開

• 分別帶入Duration與Convexity的定義後可得

凸性Convexity(1/2)



第三節 遠期利率



遠期利率
• 遠期利率是以站在某一時點的立場，計算未來一段時間內的利率。遠期

利率通常可以由殖利率曲線(yield	curve)求得，公式如下：

• 這個關係可以由零息債券價格求得



遠期利率協議FRA(1/2)
• 此契約可以理解為一種在遠期時的交換契約。以符號表示。若公司X	願

意貸款給公司Y，從未來的T1	到T2	時間，假設：

• RK：FRA	中同意的利率。
• RM：在時間T1	實際觀察到，在T1	到T2	時期中的 LIBOR。
• L：契約名目本金



遠期利率協議FRA(2/2)
• 公司X	在T2	時間的現金流為

且在T1	時的價值為

• 相反地，公司Y	在 T2	時間的現金流為

且在T1	時的價值為



第四節 利率選擇權



交易所的利率選擇權
• 國庫債券期貨選擇權(treasury	bond	futures	option)
• 使投資人在未來一個時點得以交易國庫債券期貨。
• 一口的國庫債券期貨是以十萬美元為名目本金，其選擇權是以這十萬

美元的百分比作為報價，百分比的最小單位是1%	的六十四分之一。

• 歐洲美元期貨選擇權在CME(Chicago	Mercantile	Exchange)交易，當歐洲美
元期貨的價格有1bp	的改變時，就會帶來$25的損益。

• 債券期貨的歐式買權價值可參考Black’s	Formula。



OTC利率選擇權
• 以下分別介紹在店頭市場中， 普遍被交易的歐式債券選擇權、利率上下限，與

歐式交換選擇權。



歐式債券選擇權(1/2)
• 歐式債券選擇權
• 提供投資人一個權利、而非義務，在未來一個時點以特定價格交易債券。

• 在評價歐式債券選擇權時，也需要債券價格的波動率，波動率可以理解為一資
產價格變動率的標準差。利用存續時間，可得：

• 透過上式可觀察到，殖利率波動率 與債券價格波動率 的關係為：

• 是殖利率 的起始值。



• 歐式債券選擇權定價公式：

• 債券到遠期的時間T，可能會支息I，假設債券價值記為B，無風險利率為r，則支息的

遠期契約價值F0=

• 定價公式為

• 其中：

歐式債券選擇權(2/2)



利率上下限(1/2)

• 利率上限(interest	rate	caps)
• 當投資機構在根據浮動利率如LIBOR	支息時，因擔心未來利率上揚，

加重利息負擔，而以一個保證的上限利率(cap	rate)，作為風險控管之
用。

• 縱使一個利率上限衍生品的票期很長，但它的評價總是可以拆
解成許多單期的利率上限總和。每個單期的利率上限稱為小利
率上限(interest	rate	caplet)。也就是說，利率上限衍生品是每
期小利率上限的投資組合。



• L	代表名目本金，𝑅P代表上限利率，{t1,t2…tn}代表票期的重設日；
• 𝛿3代表第k票期的時間長度，𝑅3代表第k票期間的LIBOR利率

利率上下限(2/2)



歐式交換選擇權(1/2)
• 歐式交換選擇權
• 常來作為企業或投資機構，控制未來的借貸成本之用。

• 先考慮一紙T 年後才開始的交換契約，以付出固定的利率RK，換得
LIBOR 利率，持續n 年，每年交換m 期，名目本金為L。交換選擇權的
期末報酬是由一系列的現金流量構成：



• 歐式交換選擇權的價值為

其中

• F0	是遠期交換利率，ri是在到期ti前的零息利率，𝜎是遠期交換利率的波
動率。整個歐式交換選擇權的總價值是：

歐式交換選擇權(1/2)



第五節 TYVIX 指數編製



TYVIX	指數編製(1/2)
• 在債券選擇權市場中的一種波動率指數VXTYN，乃是根據美國十年期國

庫券期貨的選擇權所編製而出；因而，此指數可以作為總體經濟或是貨
幣政策的風險指標。

圖5.1 從 2007	一月 到 2015	
四月間，美國十年期國庫券
(10-Year	Treasure	 Note）與波
動率指數 TYVIX	的比較



TYVIX	指數編製(2/2)

圖5.2 從 2007	一月 到 2015	四月間，美國整合型債券 ETF	 (US	
Aggregate	Bond	ETF)與波動率指數 TYVIX	的比較



CBOE	的 TYVIX	公式
• 相對於 VIX	對 S&P	500	指數的定義， 殖利波動率(Treasure	yield	volatility	index,	

TYVIX) 旨在衡量或是預測， 美國十年期國庫券期貨價格在未來 30	天的波動風
險。將 VIX	的編製推廣到TYVIX，其程序如下，但詳細的編撰資訊可見 TYVIX	介
紹。


